第 一 章 向 量 代数 
向 量 代数 是 几何 代数 化 的 最 初步 又 , 也 是 连接 几何 和 代数 的 最 为 本 
质 的 环节 ， 向 基 的 各 种 代数 运算 (特别 是 分 配 率 ) 殖 含 着 最 基本 的 一 
人 
而 得 到 ， 


81 向 量 的 线性 运算 
1.1 向 量 的 加 法 


3 为 空间 中 所 有 点 构成 的 集合 . 我 们 称 空间 中 的 有 向 线段 为 向 
于 臣 矢量 ). 


如 果 4 和 刀 3 是 空间 中 的 两 个 点 ， 我 们 记 4 为 以 4 为 起 点 ， 
妃 为 终点 的 有 向 线段 构成 的 向 量 ， 我 们 将 线段 4 网 长 庆 定 义 为 向 量 
二 的 长 度 ， 记 为 14 婧 (或 d4, B)). 特别 地 ， 当 4 = 刀 时 ， 我 们 称 向 
量 4 甩 为 零 向 量 ， 它 的 长 度 为 0 


设 4 地 和 G7 是 空间 中 的 两 个 向 量 ， 如 果 向 量 4 感 可 以 通过 平移 
与 向 量 G 万 重合 ,我 们 就 将 它们 视 为 相等 的 向 量 , 记 为 4 互 = C 万 . 换 
言 之 ， 如 果 两 个 向 量 有 相同 的 长 度 和 方向 ， 则 相等 

由 空间 几何 的 基本 性 质 ， 我 们 知道 ， 如 果 向 量 48 和 GD 是 相等 
的 ， 而 向 量 GZ 和 瑟 F' 是 相等 的 ， 则 向 量 4 有 和 互 F 也 必定 相等 ( 参 
见 图 1-1). 我 们 将 用 同一 个 黑体 字母 a 来 表示 所 有 这 些 相等 的 向 量 , 


定义 1.1 我 们 称 空间 中 的 所 有 向 基 构 成 的 集合 Y 为 向 量 空间 . 


在 本 书 中 , 我 们 将 用 黑体 字母 {a, b,c,d …' 上 来 表示 向 莉 . 特别 地 ， 
我 们 用 0 来 表示 零 向 基 . 


设 a eV 为 一 个 向 量 ， 由 定义 知 ， 任 给 空间 中 的 一 点 4, 存在 空间 
中 的 唯一 点 下, 使 得 a = 4. 我 们 定义 向 量 a 的 长 度 为 al = 14 本 | = 
d(4, B). 由 于 相等 的 向 量 有 相同 的 长 度 ， 这 个 定义 是 合理 的 . 

设 a = 4 隔 , 我 们 定义 ~a = 84. 向 量 -a 与 向 量 a 长 度 相同 ， 方 
向 相反 

定义 1.2 设 ab eV 为 空间 中 的 两 个 向 量 ， 在 空间 中 任 取 一 点 O， 
则 存在 唯一 点 4 使 得 a = 94. 同时 ， 存 在 唯一 点 孔 使 得 b = 4 我 
们 定义 向 量 9 有 互 为 两 向 量 a 和 b 之 和 ， 记 为 a 上 Pb. 


容易 验证 ， 如 果 取 不 同 的 O 点 ， 则 得 到 的 向 量 与 原 向 量 只 差 一 个 
平移 ， 为 相等 的 向 量 ， 于 是 ， 向 量 的 加 法 与 O 点 的 选取 无 关 (参见 图 
12). 这 说 明了 以 上 加 法 的 定义 是 合理 的 . 


人 A C++D 人 CD 


图 L2 
向 量 加 法 的 上 述 定 义 称 为 向 量 加 法 的 ”三 角形 法 则 ”. 由 定义 可 
知 ， 对 空间 中 的 任意 三 点 4, 也 ,C, 恒 有 等 式 
43+B5C- 4 
由 图 1-3 容易 看 出 ， 以 下 向 量 加 法 的 2 ”平行 四 边 形 法 则 ”同样 适 


用 : 取 0,4, 妃 三 点 使 得 a= 0O4 和 Pb = OPB, 以 线 妥 04 和 1F 为 边 
作 平 行 四 边 形 40BC, 则 有 a+b = DC 


力学 中 的 力 是 一 个 有 大 小 、 有 方向 的 量 ， 可 以 解释 为 向 量 . 力 的 加 
法 同样 适用 ”平行 四 边 形 法 则 ”. 区 别 在 于 , 力 的 作用 点 (图 13 中 的 
9 点 ) 是 力 的 一 个 要 素 ， 而 在 向 量 的 加 法 中 O 点 是 可 以 随意 选择 的 . 


命题 11 向 量 的 加 法 满足 以 下 的 性 质 : 
1 交换 率 ，a Tb= b+ai 


() 

(2) 结合 率 ，(a+Tb)+c=a+(b+c)i 
(3) 对 任何 asYV 有 a+0= ai 

(4) 对 任何 asYV 有 a+(-a) = 0. 


A 
0-D 
4 (at+D)TC 万 8 
图 1L4 图 15 


向 基 的 结合 率 可 有 图 1-4 直接 得 到 ; 


(a+b)+c=OB+BC=OC=O4+4C=a+(b+c). 


设 a= 45B. 因为 44=BB=0, 所 以 有 


定义 13 设 abeyV. 我 们 定义 向 量 的 减法 为 ，a ~-b = a+ (~-b), 
如 图 15, 设 a=O4b= 0 肠 则 有 


一 全 一 一 一 一 


a--b=a+(-b)=(-b)+a==BO+O4= 了 4. 


于 是 ， 空 间 中 两 个 向 量 相 加 和 相 减 得 到 的 还 是 向 量 . 向 量 空间 Y 对 向 
量 的 加 、 减 运算 封闭 . 
1.2 向 量 的 数量 乘积 

我 们 知道 ， 一 个 向 基 由 它 的 长 度 和 方向 所 唯一 决定 . 

定义 1.4 记 灵 为 全 体 实 数 构成 的 集合 . 设 ae V, 和 e 恨 . 我 们 定义 
》a 是 满足 如 下 条 件 的 唯一 向 量 : (1) 它 的 长 度 为 |Allal; (2) 当 入 > 0 
时 ， 》a 与 a 方 向 相同 ; 当 入 <0 时 ，A》a 与 a 方 向 相反 ; 当 入 =0 或 
0 时 ， 规 定 Xa = 0. 我 们 称 向 量 Xa 是 实数 ^ 与 向 量 a 的 数量 乘 

从 几何 上 看 ， 至 间 中 两 个 非 零 的 向 量 (有 向 线段 ) a 和 b 平行 ， 当 
且 仅 当 存在 一 个 非 零 的 实数 >， 使 得 a = Xb 成 立 . 

由 定义 知 ， 实 数 和 向 量 的 数量 乘积 得 到 的 还 是 一 个 向 量 . 故 向 量 空 
间 Y 对 数量 乘积 运算 也 是 封闭 的 ， 

命题 1.2 实数 和 向 量 的 乘积 满足 以 下 的 性 质 : 

1) la = a, (一 IJ)a = 一 ai 
2) Mua) = (Na 
3) (入 十 由 )a = Na 十 Jai 


(4) Xa + b) = Xa + Xb. 


证 明 人 性质 (1) 和 (2) 是 定义 1.4 的 直接 推论 ， 等 式 两 边 的 向 量 有 相同 
的 长 度 和 方向 ， 

我 们 先 证 性 质 (3). 如 果 ^, 和 (+ MA 三 个 数 中 至 少 有 一 个 数 为 0， 
则 性 质 (3) 显然 成 立 ， 如 果 这 三 个 数 均 非 零 ， 则 只 有 两 种 情形 发 生 : 
GD 入 和 风 同 号 ; 这 时 两 个 向 量 Xa + Ha 和 (入 二 Ja 有 相同 的 长 度 和 
方向 ， 性 质 (3) 成 立 ， (和 上 灵异 号 ; 我们 可 不 妨 设 入 与 和 + 同 
号 . 这 时 ， -4 和 入 +A 同 号 由 人 知道 


一 Ua 十 (入 十 JW)a 三 (一 /十 入 十 由 )a = Xa 


故 (A+ Ja= Xa+ Ha, 性 质 (3) 依然 成 立 . 

以 下 我 们 证 明 性 质 (4). 如 果  a 或 b 中 有 一 个 为 零 ， 则 性 质 (4) 
显然 成 立 . 以 下 假设 它们 均 非 零 . 如 果 两 向 量 a 和 b 平行 ， 则 存在 非 
零 实 数 凡 使 得 b = Ha, 这 时 应 用 性 质 (2) 和 (3), 有 


入 (a 二 b) = 入 ((1+H)al) = (和 X(1I 二 内)a 三 (入 十 XW)a 三 Xa 十 A(HUa) = Xa 十 /b， 


祭 


质 (4) 成 立 . 如果 两 向 量 a 和 Pb 不 平行 , 令 a= 04 和 Pb= 24, 则 
妃 =a+b. 我 们 分 别 在 直线 O4 和 OB 上 找到 唯一 的 点 C 和 也, 使 


守 让 


0C=-》AO4- Xa 0 万 -= MO 及- XMa+b). 
图 1-6(a) 和 图 1-6(b) 分 别 对 应 入 > 0 和 入 < 0 的 情形 . 
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B 5 & ob B 
xo D 
人 厂 Rs 
人 和 
O 人 A C 局 人 A 
图 1-6(a) 图 1-6(b) 


由 于 AO4B 和 AOCD 两 组 对 应 边 成 比例 ， 它 们 是 相似 三 角形 . 
故 G 万 = MX47 = Nb. 于 是 ， 


一 人 一 人 一 一 


和 X(a 二 Tb)=O 关 =OC+C7D= 和 Xa 二 和》Xb. 


性 质 (4) 得 证 . 


由 此 可 见 ,数量 乘积 的 分 配 率 ( 性质 (4)) 对 应 平面 几何 中 的 相似 三 
角形 边 长 成 比例 的 定理 . 


1.3 向 量 的 分 解 

定义 1.5 设 ai, az……,ar 为 一 组 向 量 . 如 果 在 取 定 共同 起 点 O 后 ， 
构成 这 些 向 量 的 有 向 线段 均 落 在 同一 条 直线 上 , 我 们 就 称 它 们 为 共 线 
(或 平行 ) 的 向 量 . 

定义 1.6 设 ai, az……,ar 为 一 组 向 量 . 如 果 在 取 定 共同 起 点 O 后 ， 
人 我 们 就 称 它们 为 共 面 

容易 验证 ， 向 量 的 共 线 或 共 面 关系 与 共同 起 点 O 的 选取 无 关 . 共 
线 的 向 量 一 定 共 面 . 

设 a 是 一 个 非 零 向 量 . 令 La) 是 所 有 与 a 共 线 的 向 量 构成 的 集 
合 . 当 我 们 取 定 一 点 O 作为 共同 起 点 时 ， 这 些 共 线 向 量 的 的 终点 构成 
一 条 直线 4. 于 是 ， 有 


La) = fa | 入 ER. 
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显然 ， 对 任何 blceLal 和 入 e 了 R, 有 b+ceLal 和》beL(a). 我 

们 称 L(a) 为 非 零 向 量 a 生成 的 向 量 空间 Y 的 一 个 (1 维 的) 子 空 间 . 
当 两 个 向 量 a 和 是 满足 b = Xa, 且 a 关 0 时 ， 我 们 记 二 = X, 它 是 

一 个 实数 .由 命题 1.2 容易 得 到 ， 对 任何 blceL(al 和 入 e 及 ,有 


b+ec _b 和 bb 
加 aa “ a- 


Cc 
a a aa 
命题 13 两 个 向 量 a 与 b 共 线 的 充 要 条 件 是 存在 不 全 为 堆 的 实数 
入 和 几 使 得 
和 Xa 十 /Hb =0. 


证 明 设 两 向 量 a 与 b 共 线 . 如 果 a=b=0, 则 有 1la+lb=0. 如 果 
a 和 b 中 至 少 有 一 个 向 基 非 零 ， 可 不 妨 设 a 坟 0. 由 于 b 与 a 共 线 ， 
则 存在 实数 X, 使 得 b = 》Xa. 这 时 ， Xa+ (-J)b = 0 成立， 必要 性 得 
证 . 反之 ， 如 果 存 在 不 全 为 零 的 实数 入 和 几 使 得 Xa+Ab = 0 成 立 , 
我 们 不 妨 设 / 夫 0. 则 有 Pb = 故 b 和 a 共 线 ， 充 分 性 得 证 . 


推论 1.1 如 果 a 与 b 不 共 线 ， 上 且 Xa+hnb = 0, 则 必 有 入 = 风 = 0. 

设 a 和 是 两 个 不 共 线 的 向 量 . 令 L(a,b) 是 所 有 与 a 和 共 面 的 
向 量 构成 的 集合 我们 取 定 一 个 共同 的 起 点 O ， 则 这 些 共 面向 量 的 终 
点 构成 一 张 平面 c. 令 a= 04,b= 085. 任 给 ceLab), 存 在 Ce 
使 得 c = 0C. 由 于 a 和 b 不 共 线 ， 两 直线 O04 和 OB 只 交 于 一 点 O 
过 点 C 分 别 作 O4 和 OB 的 平行 线 ， 交 04 于 D, 交 OB 于 已 (参见 
图 1-7). 


由 于 0 六 与 04 共 线 ， 0 五 与 0 甩 共 线 ， 故 存在 实数 对 (N/), 使 
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则 ”， 我 们 得 到 


一 全 ”一 一 一 一 


c=OC=O7D+OoR= 》Xa+ub. 


反之 ， 对 任何 实数 对 (X,j), 我 们 令 Xa+ hb = 0C. 由 向 量 加 法 的 “ 平 
行 四 边 形 法 则 ”推出 ， C 点 必 落 在 两 直线 O4 和 OB 所 确定 的 平面 
上 . 故 Xa+HnhbeL(a,b). 于 是 ， 我 们 有 


Lla,b) = {Xa+b1NweRh 


容易 验证 ， 对 任何 cd se Lab) 和 入 ec 到 ,有 c+dseL(ab) 和 
Xc EL(a,b). 我 们 称 L(a,b) 为 不 共 线 向 量 a 和 b 生成 的 向 量 空间 Y 
的 一 个 (2 维 的 ) 子 空间 ， 

命题 1.4 设 ab, c 共 面 ,， 且 a 与 b 不 共 线 ， 则 存在 唯一 的 实数 对 
(X, 由, 使 得 c = Xa 二 Ab. 
证 明 我 们 只 需 证 明 唯一 性 . 如 果 存 在 两 个 实数 对 (和 ,A) 和 (X,/), 使 
得 

c 一 Xa+Hpb= 和 Xa+Hmb， 
则 有 (入 --X)a+ (4 一 凡 )b =0. 因为 a 与 b 不 共 线 ,由 推论 1.1 得 到 
入 一 入 =0 和 人 一 必 =0. 于 是 ,这样 的 实数 对 (Am) 存在 且 唯 一 . 
攻 1.5 向 量 a, b,c 共 面 的 充 要 条 件 是 存在 不 全 为 零 的 实数 入 , 1/ 
和 


和 a 十 /Wib 十 zc= 三 0. 


证 明 ” 先 证 必要 性 设 ab, c 共 面 . 如 果 a 与 b 共 线 ， 则 由 命题 1.3 
知 ， 存 在 不 全 为 零 的 实数 和 几 使 得 Xa + HUb = 0. 这 时 ， 我 们 有 
和 Xa 二 Hb+0c = 0, 必要 性 成 立 . 如 果 a 与 b 不 共 线 , 由 命题 1.4 知 , 存 
在 实数 入 和 几 使 得 c= Xa+Ab. 故 Xa+Hhb+(-l)c=0, 必要 性 也 成 
立 . 现 证 充分 性 . 设 存在 不 全 为 零 的 实数 ,由 ,ww 使 得 Xa+Hb 十 zc = 0. 
我 们 可 不 妨 设 > 夭 0. 这 时 ， 有 

入 


c= -ab. 
7 忆 


如 果 a 和 卫 共 线 , 可 不 妨 设 a = 旭 , 则 有 ec = -(>0+ 名 b. 这 时 abie 


共 线 ， 必 共 面 . 如 果 a 和 b 不 共 线 ， 则 c s 芝 (ab), 这 时 ab,c 也 共 
面 ， 充分 性 得 证 . 


推论 1.2 如 果 ab, c 不 共 面 ， 且 Xa+Hwb+zc=0, 则 必 有 入 = 
/三 忆 三 0. 

定义 17 设 {al, aar} 为 一 组 向 量 ， 如果 向 量 b 可 以 表 成 

b 一 [1adl 十 [2ao2 洁 二 2 1rar， 

其 中 {Pa zz … ,应 } 为 实数 ， 我 们 就 称 向 量 b 可 以 分 解 成 向 量 组 {al， 
a2……，ar} 的 一 个 线性 组 合 . 

命题 1.6 如 果 {a,b,c} 为 不 共 面 的 向 量 ， 则 空间 中 的 任何 一 个 向 
量 均 可 唯一 地 分 解 成 {fa,b,c} 的 一 个 线性 组 合 . 
证 明 在 空间 中 取 定 一 点 O 作为 向 基 的 共同 起 点 ， 我们 记 巾 向 基 a 和 
b 所 张 成 的 平面 为 二 . 现 设 d = O4 为 空间 中 的 任意 向 量 . 过 4 作 < 
的 平行 线 ， 交 平面 并 于 (参见 图 1-8). 


则 向 量 G 态 落 在 平面 vc 上 ， 并 且 向 量 了 4 与 d 平行 ， 于 是 ， 由 命 
题 1.4 知 ， 存 在 实数 X, / 和 zw 使 得 


GO 瑟 -= Xa+ hb， 4 = vc. 
由 此 可 得 四 
d=O4=OPB+4PBP=A 和 a++HAb 十 zc. 
假如 d 又 可 分 解 成 d= Xa+Ab+zc, 则 有 
(入 一 X)a+( 一 Nb+( 必 一)c=0. 
因为 {fa,b,c} 不 共 面 ， 则 由 推论 1.2 推出 入 = ,= 人 和 = 


定义 1.8 我 们 称 衬 间 中 一 组 不 共 面 的 向 量 {el,ez,es} 为 向 量 空间 
VY 的 一 组 基 . 取 定 向 量 空间 Y 的 一 组 基 {el,ez,e3}, 则 任何 向 量 aeV 
可 以 唯一 表 成 


引 一 Qlel 十 Qw2e2 十 Q36e3 
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的 形式 . 我 们 称 三 元 数组 (al, az,as) 为 向 量 a 在 基 {fel,ez,es} 下 的 坐 
标 ， 

我 们 记 及 3 为 所 有 实数 三 元 数组 构成 的 集合 . 在 了 3 中 我 们 定义 以 
下 的 加 法 和 数 乘 运算 : 

(al,a2,a3s) 十 (al,aa,as) = (al 十 Da2 十 b2,a3s 十 03); 
入 (al1， Q2) a3) 一 (和 Xal， 入 Q2， 和 a3). 

容易 验证 ， 以 下 的 命题 成 立 . 

命题 1.7 设 向 量 a 和 b 在 一 组 基 {el,ez,es} 下 的 坐标 分 别 为 
(al,aa,as) 和 (Db2,p53), 入 和 为 实数 ， 则 向 量 Xa + Hpb 的 坐标 为 


(al 二 LO Xas 十 Do Xas 二 Ha)， 
在 取 定 Y 中 的 一 组 基 {el, ez,e3} 后 , 便 可 定义 11 对 应 4 :Y 一 下 ? 
如 下 : 对 任何 向 量 aeV, 令 a= aliel + azez 十 asea ， 定 义 
gal) = (al, a2, 03). 
由 命题 1.7 知 ， 这 样 定义 的 11 对 应 必 拥有 以 下 性 质 ; 
ga 二 Hb) = Ag%(a) + Hb)， 


称 为 向 量 空 间 Y 到 了 3 的 一 个 线性 同 构 . 我 们 注意 到 ， 这 样 的 同 构 与 
基 {el， C2， c3} 的 选取 有 关 . 
1.4 向 量 线性 运算 的 应 用 


设 4 和 刀 是 空间 中 两 个 不 同 点 ， 则 4, B,C 三 点 共 线 的 充 要 条 件 
是 存在 实数 上 ER 使 得 
4C = 14PB. 


每 个 实数 上 将 唯一 对 应 直线 4B 上 的 点 C( 参 见 图 1-9). 


空间 中 取 定 一 点 O. 因为 4 = 0OC-0O4 4 和 =05_-0O4 刚 
一 一 一 全 


有 C = 1 刀 万 等 价 于 以 下 的 向 量 方程 ; 
0OC=( -004+71078 
我 们 注意 到 ， 这 个 方程 与 O 点 的 选取 无 关 .， 于是， 我 们 得 到 
命题 1.8 空间 中 三 点 4, 卫 ,C 共 线 当 且 仅 当 存在 实数 上 使 得 
0OC=( -004+108 
定义 1.9 设 4, 刀 , C 是 共 线 的 三 个 不 同 点 . 我 们 定义 C 点 关于 4， 
恕 的 分 比 为 ss 
(4, 5; C) = 生 
从 图 1-9 容易 看 出 ， 分 比 (4, B; C) 的 取 值 范围 为 
(oo, -DuU(-10)U(0,+eoo)， 


当 4 筷 固定 时 ，C 点 由 它 的 分 比 所 唯一 决定 . 当 C 落 在 线段 
42B 之 外 时 ,分 比 (4,B,C) < 0; 当 C 落 在 线段 4B 之 内 时 ， 分 比 
(4,B;C) > 0. 特别 地 ， C 为 线段 48 的 中 点 当 且 仅 当 (4, B;C) = |. 


当 分 比 (4, B;C) = 入 时 ， 从 方程 4C = XG 我 们 容易 得 到 
0 二 人 上坟 5 (1.4.1) 
以 下 我 们 给 出 向 量 线性 运算 的 一 些 几 何 应 用 . 


例 11 设 {41, 42，…… ,4n} 是 空间 中 的 m 个 点 .我们 在 空间 中 任 
意 取 定 一 点 O, 则 


(DTDET TD 
是 空间 中 的 一 个 向 量 ， 于 是 ， 存 在 空间 中 唯一 点 M, 它 满足 


1 一 一 一 
0M = 了 (0O41 +0O42 十 … 十 O4n) (4.2) 


容易 验证 ， 如 果 我 们 将 上 式 中 的 点 O 换 成 另 一 点 0 则 (1.4.2) 依然 
成 立 ， 这样 ， M 点 与 O 点 的 选取 无 关 ， 它 由 点 {41, 42，… ,4 所 
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唯一 决定 . 我 们 称 M 为 点 组 {41, 42，… ,4n"} 的 重心 . 在 (1.4.1) 中 令 
O = M, 我 们 得 到 


开机 +TM+ 十 开本 =0. (1.4.3) 
换言之 ，{41, 42…… ,4 的 重心 是 空间 中 满足 向 量 方程 (1.4.3) 的 唯 
一 点 MI. 
空间 中 两 点 4 和 互 的 重心 M 恰 是 线段 4 刀 的 中 点 . 


三 角形 4BC 的 重心 M 定义 为 三 顶点 {4,B,C)T 的 重心 ， 它 的 位 
置 由 方程 


O 戏 =- =(OX 上 +08+OO) 


给 出 由 于 BC 边 上 的 中 点 忆 满 足 55 = 3(5 肪 + 5C), 我 人 有 


工 2 
AM ==O4+=OD7D. 
O 了 0 3 


这 说 明 ，M 落 在 三 角形 4BC 的 中 线 4DP 上 . 在 上 式 中 取 O = MI 我 
们 立即 知道 M 点 将 4 分 割 成 长 度 比 为 2:1 的 两 段 . 同样 道理 ，M 
也 落 在 三 角形 的 另外 两 条 中 线 上 ,并 将 中 线 分 割 成 长 度 比 为 2 :1 的 两 
段 ， 于 是 ， 三 角形 的 重心 恰 为 三 中 线 的 交点 ， 

例 1.2 设 万 ,已 和 下 分 别 是 三 角形 4BC 的 边 4B, BC 和 C4 上 
的 点 (参见 图 上 10). 


A 


M 


B E C 
图 1-10 


我 们 用 向 量 方 法 证 明 以 下 的 
Cerva 定理 三 直线 4 已 , BF 和 CD 交 于 一 点 的 充 要 条 件 是 
(4,B;D)(B,CIEI)I(C 4 三) 三 工 . 
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证 明 先 证 必要 性 设 三 条 直线 4 玉 , B 玉 和 CD 交 于 一 点 M. 我 们 记 
(4,B;D)= 和 (BC 本 = (C 4 站 = 六 
由 于 4, B 和 呈 三 点 共 线 ， 且 (4, B; D) = X 我 们 参照 (1.4.1) 并 取 
O = M, 得 到 AS 
MD = | + TAXMZ (1.4.4) 
因为 MX, D,C 三 点 共 线 , 我 们 可 以 找到 实数 “使 得 7 万 = 是 2 
代入 方程 (1.4.4), 我 们 得 到 向 量 方程 
MT4+AME+zMC = 0. (1.4.5) 


同样 道理 ， 利 用 ( 刀 ,C; 五 ) = 由 和 (C, 4 =z 我 们 可 以 找到 实数 y 
和 2 使 得 


V4+MEB+HAMC = 0; (1.4.6) 
zM4+zMBA+TMC=0. (1.4.7) 


从 41.4.5) 和 (1.46) 中 消去 区 瑟 , 从 (1.4.5) 和 (1.4.7) 中 消去 1 我 
们 得 到 


(ANE+z-AMONC=0， 0Ozvz -六 TB+(zz-DNC=0. 
因为 M4, M 妃 和 MC 中 任何 两 个 互 不 共 线 ， 故 有 
1 一 一 2 一 三 XXX 一 2 一 7 一 =0. 


由 此 推出 


，A 和 HUZ 三 工 . 


工 工 工 

化 了 3 2 之 到 
于 是 ， 必 要 性 得 证 . 

在 证 明 充 分 性 之 前 ， 我 们 先 求 得 交点 M 的 位 置 . 因为 Xwz = 1 我 
们 可 以 找到 非 零 实数 w e 使 得 入 = WowA= ec/ 和 ~= oa/c 取 定 空 
间 中 的 一 点 O. 由 于 

M4=O4-0M MB =OB-OM NMC=OCcC-O 大 ， 

将 这 些 数值 和 向 量 代 入 方程 (1.4.5), 我 们 得 到 


5 到 204+T0O8+TcOC (4.8) 
Q 十 b 十 c 
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以 下 我 们 证 明 充 分 性 . 设 刀 , 妃 和 互 分 别 是 三 角形 4BC 的 边 4B， 
BC 和 C4 上 的 点 ， 使 得 (4, BIDP)B,C;)CC 4) = 工 我 们 取 非 零 
实数 ,和 , 使 得 


高 曾 大 
Q@ D C 


由 公式 (1.4.1), 我 们 有 
一 Q 一 一 D 一 
OD 关 一 人 十 人 
令 M 是 空间 中 满足 向 量 方程 (1.4.8) 的 唯一 点 ， 则 有 


上 
GO 玉 = 一 0OD+ 一“ 
Q 十 D 十 c Q 十 D 十 c 


于 是 ， M 点 落 在 直线 DC 上 . 同样 道理 ，M 也 落 在 直线 4 已 和 BF 
上 .这样 ， 三 直线 4 忆 B 忆 和 CD 交 于 一 点 M. 充分 性 得 证 . 


一 全 
OC . 


习题 1-1 
1， 设 向 量 ab, c 两 两 不 共 线 ， 且 满足 
和 Xia+Hpb+mce=0， xza+pb+zmc=0， 
其 中 {Al HZ 和 {Xa, Ha,za} 为 两 组 不 全 为 零 的 实数 。 证明， 


入- 外 一刀 


X2 12 2Z2 


2， 设 ab, c, d 为 任意 向 量 . 证 明 : 存在 不 全 为 零 的 实数 和 , 上, w 使 得 
和 a 十 ULb 十 zc 十 wd=0. 


3， 设 O 为 空间 中 的 一 点 . 证 明 : 4, 已 C 三 点 共 线 的 充 要 条 件 是 存在 不 全 为 
零 的 实数 和 上 和 ~ 使 得 


AO4 二 HAOB +ZOC =0， 入 十 人 十 了 =0. 


4， 设 4, 妃 , C 为 平面 c 上 不 共 线 的 三 点 . O 是 空间 中 一 点 . 则 空间 中 一 点 刀 
落 在 平面 c 上 的 充 要 条 件 是 存在 实数 和 , /上 和 ~ 使 得 


O= 和 AO4+HOEB +ZOC， 入 十 十 忆 三 1 工 . 
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5， 设 O 为 空间 中 的 一 点 . 证 明 : 4, 妃 , C, 四 点 共 面 的 充 要 条 件 是 存在 不 全 
为 零 的 实数 和 上 ” 和 w, 使 得 


AO4+HOEB +TZOCT++wOD =0， 入 十 内 十 7 十 w =0. 


6. 设 正 是 以 O 点 处 的 三 个 不 共 面 的 向 量 ai b,c 为 边 的 平行 六 面体 . 设 M 为 
了 P 的 重心 ， 求 向 量 OM. 

5 设 4， 万 ， C， 刀 为 空间 中 四 点 . 设 AI1， AI>， Is 利 A44 分 别 是 线段 4 已 ， 忆 C， 
CD 和 4 的 中 点 , 它们 各 不 相同 . 证 明 : AM MAMasWa 构成 一 个 平行 四 边 形 ， 
并 且 它 的 重心 与 四 边 形 4BCD 的 重心 相同 . 

8. 证 明 : 平面 上 一 个 正 ?” 边 形 的 重心 恰 为 其 外 接 圆 的 圆心 . 

9. 已 经 在 图 1-10 中 三 直线 4 已 , BR 和 CD 交 于 一 点 M. 已 知 (4, B;DD) = 和 ， 
(BC: 同 = (CA4 有 = 和 DG 丰 = 让 54 访 0 瑟 上 局 0G. 求 ， 局 , 训 襄 ， 
10. 将 空间 中 的 一 组 点 9 随意 分 成 两 组 点 9; 和 92. 设 9, 91: 和 592 的 重心 分 别 


是 M, AM 和 2. 证明: M 落 在 线段 Ma WM2 上 , 并 且 (Ma Mo2iM) = 1952| :151|， 
其 中 |5:| 和 |5?| 分 别 是 9; 和 5 中 点 的 个 数 . 


11， 设 三 角形 4BC 顶点 4, 妃 ,C 的 对 应 边 边 长 分 别 为 w 咏 c. 证 明 : 三 角形 
三 个 角 平分 线 交 于 一 点 M， 并 且 ZI 的 位 置 由 以 下 向 量 方程 给 出 ， 


这 四 aO4+00 玉 十 cD 甩 
Q 十 b 十 c 


12， 如 图 1-11 所 示 ， 刀 , 妃 , 严 分 别 是 三 角形 4BC 的 三 个 边 4B, BC 和 C4 上 
的 点 . 试用 向 量 的 方法 证 明 Menelaus 定理 : (4, B;D)(B,C;)(C 4 让 = 一 


D 


14 


82 向 量 的 内 积 、 外 积 和 体积 


2.1 向 量 的 内 积 

设 a 和 为 空间 中 的 两 个 非 零 向 量 . 记 < ab > 为 向 量 a 和 之 
间 的 夹 角 ， 

定义 2.1 如 果 a 和 非 零 ,我们 定义 它们 的 内 积 为 

a:b=|allblcos<a,b>. 

如 果 a 和 b 中 有 一 个 为 零 ， 它们 之 间 的 夹 角 不 能 确定 ， 这 时 我 们 规定 
内 积 a.b = 0. 

当 两 向 量 满足 a:b = 0 时 ， 我 们 称 a 和 b 垂直 ， 记 为 a 上 b. 


设 e 是 一 个 单位 向 量 . 由 图 2-1 可 见 ， 任 何 向 量 asY 均 可 以 唯一 
分 解 成 
a 一 ae 十 ad (2.1.1) 


其 中 ae | e, az 上 e. 我 们 称 (2.1.1) 为 向 量 a 关 于 e 的 正 交 分 解 , 称 ae 
为 为 向 量 a 关于 e 的 水 平 投影 ， 称 az 为 向 量 a 关于 e 的 垂直 投影 


如 果 b = be+bz 是 向 量 b 关于 e 的 正 交 分 解 ， 则 有 
a+b= (ae+Tbo)+(ad 十 bz) 
由 于 (ae +be) | e, (az 十 bz) 上 e, 故 有 
(a+b)je。=ae+b。，(a+b)zt =adt 十 bz. (2.1.2) 


于 是 ， 两 癌 量 之 和 的 水 平 投影 等 于 两 向 量 水 平 投影 之 和 ; 两 向 量 之 和 
的 垂直 投影 等 于 两 向 量 垂 直 投影 之 和 ， 此 外 ， 从 图 112 我 们 得 到 


ae 一 (lalcos < ae >)je=(a.e)e. (2.1.3) 
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(3) (Xaj 'b = A(a Dj)i 


证 明 性质 (1) 和 (2) 由 内 积 的 定义 不 证 自明 

我 们 移 证 性 质 (3). 不 妨 设 X a 和 b 均 非 零 . 当 入 > 0 时 ， 有 

(al).b = 和 lal|blcos < Xa,b >= 和 al|blcos < a,b >= 和 (a:b)i 
当 入 <0 时 ， 有 
(Xa)'b = |Al|lallbl cos < Xa,b >= (-A)lallb|cos(r- < a,b >) = 和 (ab). 
故 性 质 (3) 成 立 . 

以 下 我 们 证 明 内 积 的 分 配 率 (4) 成 立 . 设 a b 和 e 为 任意 向 基 ， 
我 们 取 实 数 和 单位 向 量 e, 使 得 c = Xe. 对 公式 (2.1.3) 应 用 性 质 (3)， 
我 们 得 到 公式 


利用 这 个 公式 ， 以 及 (2.1.2) 和 (2.1.3) ， 我 们 得 到 
(a+b):e=(a+b)oe= (ae 二 be)'e=[((a:e)+(b:e))el:e=a':e 二 b:e. 


两 边 同 乘 以 A, 便 得 到 性 质 (4 
以 下 我 们 给 出 向 基 内 积 的 一 些 应 用 . 


例 2.1 设 三 角形 4BC 三 个 角 4 互 ,C 所 对 应 的 边 长 分 别 为 w 
c 邻 a=CBpb=C4c=4PB. 因为 c=a--b, 并 且 


= |al|pbl cos < CZB， C4 >= QD cos C， 
我 们 利用 内 积 的 分 配 率 得 到 
c=c:c=(a-b):(a-b)=|al ?二 lb 一 2a.b=o2 十 刀 一 2abcosC. 


正 是 三 角形 的 余弦 定理 ， 
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例 2.2 设 三 角形 4BC 的 两 条 高 BD 和 CE 交 于 一 点 0. 我 们 记 
O4=a OO 有 =b，OC = <c. 


则 有 罗 
c.(b-al)=c:483=0 b:(c--al=c:4C=0. 
于 是 ， 我 们 得 到 
a.5C=a.(c-b)=b.(c al 一 c:(b--a)=0. 
这 样 我 们 证 明了 : 任意 三 角形 三 高 交 于 一 点 . 
定义 2.2 我 们 称 两 两 牌 直 的 单位 向 基 {el, ez,es} 为 空间 的 一 个 单 
位 正 交 基 . 


命题 2.2 设 {felez,es} 空间 中 的 一 个 单位 正 交 基 ， 则 对 任何 一 个 
向 量 c 有 


c 一 (c.el)el 十 (c.ez)ez 十 (c.e3s)es. (2.1.4) 
证 明 因为 et, ez, es 不 共 面 ， 则 任何 向 量 c 均 可 分 解 成 
C 一 Xel 十 /ez 十 Ze3. 
0 el ez 和 es 做 内 积 ， 并 利用 内 积 的 分 配 率 ， 我 们 得 到 
入 一 c.el)/=c. ea 和 z“=c.e3. 


命题 2.3 设 {fel,ez,es} 是 空间 中 的 一 个 单位 正 交 基 。 设 向 量 a,b 
在 这 组 基 下 的 坐标 分 别 是 (al az,as) 和 (bpa,ps). 则 有 


a.b 一 Q1b1 十 azb2 十 Q303. (2.1.5) 
证 明 因为 
二 | E3 6E3 了 名 下 六 低 世 3 CE2 6E3 0， (2.1.6) 
我 们 利用 分 配 率 得 到 


a.b 一 (alel 十 aze2 十 Q3e3) 5 (plel 十 pb2e2 十 03e3) 一 Q101 十 Q202 十 Q3b3. 


2.2 向 量 的 外 积 


设 {a,b,c} 是 向 量 空间 Y 的 一 组 基 . 我 们 取 定 一 个 共同 的 起 点 O. 
则 由 图 2-2 可 见 ， 以 下 两 种 情形 必 有 而 且 仅 有 一 种 情形 发 生 : 
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(D 当 我 们 将 右手 拇指 指向 a 的 方向 ， 食 指 指向 b 的 方向 时 ， 可 以 自 
然 地 将 中 指 指向 e 的 方向 ; 


(2) 当 我 们 将 左手 拇指 指向 a 的 方向 ， 食 指 指向 b 的 方向 时 ， 可 以 自 
然 地 将 中 指 指向 e 的 方向 ， 


如 果 人 情形 (1) 发 生 ， 我 们 就 称 {a,b,c} 为 右手 系 的 基 ( 标 架 ) 如 
果 情 形 (2) 发 生 ， 我 们 就 称 {fa, b,c} 为 左手 系 的 〈 标 架 ). 


我 们 注意 到 ,一 组 基 是 右手 系 还 是 左手 系 , 是 与 基 向 量 的 排列 顺序 
密切 相关 的 . 容易 验证 , 如 果 {fa, pb,c} 是 右手 系 , 则 {b,c,aj 和 {c,a,b} 
还 是 右手 系 ， 而 {fb,a,c}j, {a,c,b} 和 {c,b,aj 则 是 左手 系 . 


定义 2.2 设 ab 为 空间 中 的 两 个 向 量 . 如 果 a 和 b 平行 ,我 们 规 
定 axb 为 零 向 基 , 如 果 a 和 b 不 平行 ， 我 们 定义 向 基 a x b 为 满足 
以 下 条 件 的 唯一 向 基 : 


(axhb 与 ab 均 垂 直 ; 

(2) {a,b,a xb} 构成 一 个 右手 系 的 标 架 ; 

(3) laxbl=lallblsn < ab >、. 
我 们 称 向 量 axpb 为 a 和 Pb 的 外 积 . 


设 e 为 单位 向 量 ， 我 们 在 空间 中 取 定 一 点 O, 则 存在 唯一 一 张 过 O 
点 并 与 e 垂直 的 平面 2. 对 任何 一 个 与 e 垂直 的 向 量 a; 存在 屋 上 的 
唯一 点 4, 使 得 a = 0O4. 我 们 以 O 点 为 中 心 将 向 量 O4 右 旋 90", 得 
到 一 个 向 基 pe(a)( 参 见 图 2-3). 


e1 
O 人 人 A 


图 2-3 
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显然 ， 向 量 pe(a) 与 O 点 的 选取 无 关 . 设 a 和 Pb 是 落 在 e 垂直 平 
面 忆 上 的 两 个 向 量 . 根据 平行 四 边 形 法 则 ，a+b 也 落 在 平面 了 上 . 
因为 pe 将 整个 平行 四 边 形 右 旋 90", 从 图 2-3 可 见 ， 


pe(a 十 b) = pe(a) + pe(b). (2.2.1) 
命题 2.3 设 e 为 单位 向 量 ， a 为 任意 向 量 ， az 为 向 量 a 关于 e 


的 垂直 投影 ， 则 有 
exa= pe(az)， (2.2.2) 


其 中 az 是 向 量 a 关于 e 的 垂直 投影 . 
证 明 如 果 a 与 e 平 行 , 则 exa= 0= pe(az), 命题 成 立 ， 如果 a 与 
e 不 平行 , 则 ex a 和 pe(az+ ) 均 垂 直 于 e 和 a. 由 于 


lexal=|alsin < ave >= |az|=|pe(az)， 
并 且 {e,avpe(ad)} 也 是 右手 系 向 量 组 ， 故 ex a = pe(ad)， 
命题 2.4 向 量 的 外 积 满足 以 下 的 性 质 : 
(1)axb= 一 bx ai 


(2) (Xal xb = 和 (axPb)i 
(3) (ab)xc=axc+b xc. 
证 明 如 果 a 和 b 平 行 , 则 性 质 (1) 和 (2) 显然 成 立 ， 如 果 a 和 Pb 不 


平行 ， 容 易 验 证 axb 和 -b xa, (Xa) xb 和 A》(axb) 有 相同 的 长 度 
和 方向 ， 故 性 质 (1) 和 (2) 也 成 立 . 


我 们 来 证 明 性 质 (3)， 取 单位 向 量 e 和 实数 ^ 使 得 c = Xe， 利用 
(2.2.2)， (2.1.2) (2.2.1) 和 性 质 (2) 我 们 得 到 


cx(a+b)=》Xex(a+b)= 和》poe((a+b)zL)= Xoe((ad 十 by) 
= X(pe(az)+pe(bz)) = 和 Xexa+exb)=cxa+cxhb. 
再 利用 (1), 我 们 得 到 性 质 (3). 


命题 2.5 设 {erez,e3} 为 向 量 空间 中 的 一 个 右手 系 的 单位 正 交 
基 . 设 向 量 a 和 b 在 这 组 基 下 的 坐标 分 别 为 (al az,as) 和 (bi,ba, ps) 
则 向 量 a x b 在 这 组 基 下 的 坐标 为 


(aa2b3 一 a3b2,a3b1 一 Q1b03;,Ql1b2 一 Q201). 
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证 明 因为 {el,ez,es} 为 右手 系 的 单位 正 交 基 ， 则 有 
el Xe 一 ea，ea Xe3 一 el esxXel=e2. (2.2.3) 
利用 命题 2.4 我 们 得 到 
axpb=(aliel 十 azez 十 ase3) X (biel 十 boez 十 03e3) 


一 (az203 2 a3pa)el 十 (as3sD1 < Q1b3)e2 十 (alb2 过 Q201)e3. (2.2.4) 


命题 2.6 设 ab 和 为 空间 中 的 三 个 向 量 ， 则 有 
(axb)xc=(a:c)b 一 (b.c)a. 
证 明 取 实 数 ^ 和 单位 向 量 el, 使 得 c = Xel. 任 取 一 个 与 el 垂直 的 
单位 向 量 ez, 并 令 es = el x ez. 则 {fetez,e3} 构成 空间 中 的 一 个 右手 


系 的 单位 正 交 基 . 令 a= aiel 二 aaez 十 asea ，b = Diel 十 boe2 十 b3ea3. 
利用 (2.2.4) 我 们 得 到 


(a 义 b) X El 一 (alb2 2 Q2D1)e2 os (as01 汪汪 Q1%3)e3. 
通过 直接 计算 ， 我 们 得 到 
(a el)b 本 (b > el)a 一 (alb2 Er Q201)e2 ee (as01 E Q1%3)es 一 (a 义 b) DT 


在 等 式 两 边 乘 以 , 我 们 便 完 成 了 命题 的 证 明 . 


2.3 向 量 的 体积 
定义 2.3 设 ab, c 为 三 个 向 量 ， 我们 称 
[ab,cl=(axPp).c 


为 它们 的 体积 . 

命题 2.7 设 {fel,ez,es} 为 空间 中 一 个 右手 系 的 单位 正 交 标 架 ， 设 
向 量 ab 和 ec 在 这 组 标 架 下 的 坐标 分 别 是 (al, az,as)，(bi,b2,bs) 和 
(cl cz, c3). 则 有 


[a,b,ec] 一 Q1b2c3 十 Q203cC1 Q3b1cC2 Q103cC2 Q2D1cC3 二 Q3ab2c1. (2.3.1) 
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证 明 由 命题 2.5 ， 我 们 有 


axpb=(a20s 一 asbz)jel 二 (asbl 一 albs)jez 十 (alb2 一 a201)es. 


由 于 c = clel + czez 二 csea ， 利 用 (2.1.5) 直接 计算 ， 我 们 得 到 公式 


(2.3.1)， 
为 了 简便 起 见 ， 我 们 定义 行列 式 


al pb cl 


a2 pb2 c2 
Qa3 03 c3 


容易 验证 ， 行 列 式 满足 以 下 性 质 : 
(1) 如 果 我 们 将 行列 式 中 的 两 个 列 对 换 ， 
0 Q1  C1 


pb a2 c2 
03 aa cc3 


(3) 行列 式 对 每 个 固定 的 列 是 线性 的 ， 以 


入 Q1 3 1LD1 C1 dl Q1  C1 Q 
和 ao2 Er 1LD2 C2 d2 一 入 和 ad2 
入 Q3 rr 1LD3 C3 d3 Q3  C3 da3 


一 Qlbzc3s 十 azb%3cl1 十 Q3b1c2 一 Ql1b3c2 一 a201c3 一 0Q3b2c1. (2.3.2) 


则 行列 式 仅 差 一 个 负 号 : 


则 行列 式 不 变 : 


C1 QQ1 
C2  Q2 
C3 03 


详 
D2 
03 


(2.3.4) 


第 一 列 为 例 ， 我 们 有 : 


(g) 将 行列 式 的 列 变 成 行 ， 则 行列 式 不 变 : 


al pb cl Q1 
a pb cz 三 | 
Q3 D3 C3 C1 


C3 


(2.3.6) 


利用 性 质 (4) ， 我 们 知道 ， 行 列 式 的 性 质 (1 (2) 和 (3) 对 行 作 变换 时 


也 一 样 成 立 , 
由 (2.3.1) 和 行列 式 的 定义 ， 我 们 得 到 
CQ1 0 
[a,b,ec] 一 |Q2 D2 
Q3 D3 
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(2.3.7) 


利用 (2.3.7) 和 行列 式 的 以 上 性 质 ， 我 们 直接 得 到 以 下 命题 
命题 2.8 向 量 的 体积 满足 以 下 性 质 : 
GD 反 称 性 ， [bacl = [cb,a= acbl= -ab,d 
(2) 轮换 对 称 性 ，[a,b,cl = [b,c,al = ca,bl 
(3) 对 每 个 变量 的 线性 性 , 例如 ，[Xa+jb,c,dj = Ma,b,cl+nlb,c,dl 
推论 2.1 三 个 向 量 ab, c 共 面 的 充 要 条 件 是 [ab,cl = 0 
证 明 先 证 必要 性 ， 设 ab, c 共 面 ， 则 其 中 的 一 个 向 量 可 以 表 成 另外 


两 个 向 量 的 线性 组 合 . 不 妨 设 c= Xa+Ab. 因为 axb 与 a 和 hb 均 垂 
直 ， 所 以 


[ab,clj=(axb):c=(axhb).(Xa+AHAb)=0. 
故 必要 性 成 立 . 此 外 ,对 三 个 不 共 面 的 向 量 a b, c 来 说 ，{a,b,axbl 


构成 向 量 空间 的 一 组 基 . 故 向 量 c 一 定 可 以 表 成 c= Xa 十 WUb 二 vaxb 
的 形式 ， 其 中 关 0. 这 时 必 有 


[abcl=(axb):c=zlaxbl| 夭 0. 
于 是 ， 如 果 [a,b,c] = 0, 则 a, b, c 必 共 面 ， 故 充分 性 也 成 立 . 


以 下 我 们 考察 向 量 体 积 的 几何 痊 义 , 设 {a,b,c} 为 三 个 不 共 面 的 向 
量 . 则 它 可 以 梅 成 空间 中 的 一 个 平行 六 面体 (参见 图 2-4). 


由 向 量 外 积 的 定义 ， 有 


axb=|allblsin < ab > #， 
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其 中 5 是 与 向 量 ab 垂直 的 单位 向 量 ， 并 且 (ab,6) 构成 一 个 右手 
系 . 于 是 ， 
(axb):c=|allblsin < ab > (上 .c). 


由 于 lallblsn < ab > 是 向 量 a 和 b 生成 的 乎 行 四 边 形 面积 ， 而 
及 三 | 和 ec| 是 平行 六 面体 的 高 . 故 : 当 {a, b,c} 为 右手 系 标 架 时 ，6c > 0， 
这 时 [ab,ec] 恰 为 (ab,c) 所 构成 的 平行 六 面体 的 体积 上 (底面 积 
高 ) 当 {a,b,c} 为 左手 系 标 架 时 ， 上 cc<0， 这 时 [ab,c] = 一 六 


我 们 注意 到 ， 正 是 由 于 命题 2.8 中 的 性 质 (2) 成 立 ， 我 们 知道 一 个 
平行 六 面体 的 三 个 “底面 积 乘 高 ”的 数值 相等 ， 
命题 2.9 对 任意 的 四 个 向 量 有 以 下 的 Zagrange 公式 
(axb):(cxd)=(a':cb.d) 一 (a.d)(b:c). 
证 明 : 由 体积 的 轮换 对 称 性 及 命题 2.6, 有 
(axb).(cxd)=[axbcdj=((axb)xc.d 


=((a.cjb--(b.cal.d=(a:cb.d) 一 (a.d)(b.c). 


2.4 向 量 代数 在 球面 几何 中 的 应 用 


空间 中 的 球面 是 一 个 对 称 且 优美 的 几何 对 象 . 设 8 是 空间 中 的 一 
个 单位 球面 ， 它 的 中 心 在 O 点 . 球面 S- 上 的 每 一 点 ， 均 对 应 它 关 于 
中 心 O 的 对 称 点 已 . 已 称 为 忆 的 对 径 点 ， 

设 已 @ 是 8 上 两 个 非 对 径 点 ， 则 已 和 @ 唯一 决定 一 个 大 圆 弧 
Z， 使 得 己 和 Q@ 落 在 4 上 . 这 个 大 圆 弧 是 O,P,Q 三 点 所 确定 的 平面 
与 8 的 交 . 如 果 我 们 将 大 圆 弧 看 成 是 球面 上 的 “直线 "， 则 球面 上 的 
两 个 非 对 径 点 唯一 确定 球面 上 的 一 条 “直线 ”， 
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球面 上 任何 两 条 大 圆 听 一 定 相 交 于 两 个 对 径 点 . 由 三 个 部 分 大 圆 弧 
构成 的 三 角形 称 为 球面 三 角形 . 设 A4BC 是 一 个 球面 三 角形 . 则 这 三 
个 大 圆 弧 的 另外 三 个 交点 为 杰 ， 吾 和 CC ， 它们 构成 与 A4BC 全 等 
的 球面 三 角形 A4'B'C' (参见 图 2-6 )， 

我 们 记 部 分 大 圆 弧 47, BC 和 C4 的 长 度 分 别 为 ,和 c. 我 们 用 
同一 个 记号 4 表示 大 圆 弧 4 方 和 4C 所 在 平面 之 间 的 夹 角 的 大 小 ， 
已 为 大 圆 弧 巨 C 和 瑟 4 所 在 平面 之 间 的 夹 角 的 大 小 ， 记 C 为 大 圆 弧 
C4 和 CPB 所 在 平面 之 间 的 赤 角 的 大 小 ， 

定理 2.1 球面 A4BC 的 面积 A= 4 十 矶 二 C 一 Tr. 

证 明 过 4 点 的 两 个 大 圆 踊 交 于 两 个 对 径 点 4 和 4'. 因为 整个 单位 
球面 的 面积 为 4r ， 所 以 这 两 个 交角 为 4 的 大 圆 听 切 下 的 两 个 “西瓜 
对 ”部 分 的 面积 为 (4/r) .4r = 44. 我 们 注意 到 ， 4 角 的 两 个 “西瓜 
球 ”， 互 角 的 两 个 “西瓜 标 ” 和 C 角 的 两 个 “西瓜 蒜 ” 和 在 一 起 ， 人 恰 
好 履 盖 球面 三 角形 A4BC 和 A4'B'C' 各 三 次 ， 而 覆盖 球面 上 其 余 的 
部 分 一 次 ， 于 是 ， 有 

4 示 千 了 4 及 直 4CE2A 二 2A 十 祭 : 


由 于 A4'B'C' 和 A4BC 的 面积 相等 ， 故 A= 4 十 妃 +C 一 TI. 
推论 2.2 球面 三 角形 的 内 角 和 大 于 7 
定理 2.2 设 A4BC 为 球面 三 角形 , 角 4， 和 C 所 对 应 的 三 边 
边 长 分 别 为 5 和 c 则 有 以 下 
Sin Qw Sin 0 Sin C 


(D) 正 弱 定 理 : 三 


sn4 sn 巨 sinC” 


(2) 余弦 定理 : cosc = cosaucosbp 十 sin asin bpcos C. 


24 


证 明 设 04=a OoB=bOCc=c 则 ab'ec 为 单位 向 量 . 


从 图 27 我 们 得 到 以 下 的 夹 角 公 式 
< ab >=c，<b,c >=Qa，<ca > 一 中 (2.4.1) 
<axb,axc>=4， <bxabxc>= 忆 <cxacxb >=C. (2.4.2) 
我 们 先 证 正弦 定理 . 由 命题 2.6, 我 们 得 到 
(axb) x (axc) = [ab,cai 
(bp xa)x(bxc)=[b,a'clb; 
(cxal)x(cxhb)=[cablc. 
由 此 推出 
I(axb)x(axcl=|I(bxalx(bxcl=|l(cxalx(cxhb)|， (2.4.3) 
由 (2.4.1)， (2.4.2)， (2.4.3) 和 向 量 外 积 的 定义 ， 我 们 得 到 


sincsinbsn4 一 sncsinasin 已 二 Snpsinasin C. 


正 弱 定 理 得 证 . 
以 下 我 们 证 明 余 弦 定 理 . 由 Zagrange 公式 ， 我 们 有 
(cxb).(cxal)=(c:cla:b) 一 (c.b)(c.a). (2.4.4) 


由 夹 角 公式 (2.4.1),， (2.4.2) (2.4.4) 和 内 积 的 定义 ， 我 们 得 到 


Sinawsinbcos 4 一 cosc 一 cosawcosb. 
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于 是 ， 余 弦 定 理 得 证 . 
利用 球面 三 角形 的 面积 公式 ， 可 以 证 明 以 下 的 


定理 2.3 ( 欧 拉 公式 ) “ 设 凸 多 面体 下 顶点 个 数 为 w 棱 的 个 数 为 
e， 面 的 个 数 为 上 ， 则 有 ， 一 e+ 了 = 2. 
证 明 多 面体 的 每 个 面 是 多 边 形 . 一 条 对 角 线 可 将 多 边 形 分 割 成 两 个 
多 边 形 ， 这 时 棱 和 面 各 增加 一 个 ， 而 顶点 个 数 不 变 ， 所 以 vv 一 e 十 了 不 
变 . 利用 对 角 线 我 们 将 多 面体 的 每 个 面 分 制 成 三 角形 ,而 v 一 e+ 上 没 
有 改变 . 于 是 ， 我 们 可 以 不 妨 假定 多 面体 下 的 所 有 面 由 三 角形 构成 . 
在 卫 的 内 部 取 一 点 O ， 令 8 为 以 O 为 中 心 的 单位 球面 . 利用 以 O 
为 中 心 的 射线 将 多 面体 也 的 表面 投影 到 球面 S$3 上 ， 多 面体 每 个 三 角 
形 的 面 成 为 8S” 上 的 球面 三 角形 ， 于是， 整个 球面 8? 被 这 些 球面 三 角 
形 构成 的 球面 三 角 地 图 所 覆盖 . 这 个 地 图 共有 v 个 顶点 ，e 条 棱 和 大 
个 面 . 设 {Al,As，… ,Ar} 为 所 有 的 面 ， 每 个 面 Ai 的 三 个 内 角 为 ai， 
B 和 人 .由 面积 公式 ， 有 Ai = 十 不 十 放 一 下 于 是 ， 有 


和 = 立 a- ai 十 Ci 十 施 ) 一 大 
妾 二 过 


ee 角形 的 内 角 加 在 一 起 等 于 2ru, 所 以 4r = 2rv 一 
， 即 2o 一 了 = 4 因为 每 个 面 有 三 条 楼 ,于 是 三 个 面 应 有 3/ 条 楼 

但 每 条 楼 人 性 属于 两 个 这 样 3/ 恰好 将 每 条 楼 数 了 两 次 , 故 3/ = 2e. 

由 此 得 到 "一 e 二 =" 一 //2=2， 


习题 1-2 
1 试用 向 量 法 证 明 : 平行 四 边 形 四 边 的 平方 和 等 于 对 角 线 的 平方 和 . 
2， 试 用 向 量 法 证 明 : 三 角形 三 中 线 长 度 的 平方 和 等 于 三 边 长 度 平方 和 的 3/4. 


3， 设 a, b, c 为 三 个 不 共 面 的 向 量 . 证 明 : 如 果 向 量 d 满足 da=db=dc=0， 
则 d 必 为 零 向 量 ， 


4， 设 四 面体 4BCD 的 两 对 对 楼 互相 垂直 ， 试 用 向 量 法 证 明 : 四 面体 的 另 一 对 
对 棱 也 垂直 ， 并 且 三 对 对 楼 长 度 的 平方 和 相等 . 


人 证 明 向 量 方程 


4142 二 4243 十 441 =0. 
(i) 利用 (iD 来 证 明 以 下 恒等式 


47 (27m 一 2) 克 
几 


27 
工 十 cos 一 十 cogs -一 十 … :十 cogS 一 0; 
作 了 
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4 (27m 一 2) 克 
几 


27 : 
Sin -一 十 Sn 一 十 … :十 Sin 研 :0: 
也 也 


6.， 证 明 : 对 任意 向 量 a b, c, 以 下 的 Jacobi 恒等式 成 立 : 
(axb)xc+(bxc)xa+(cxalxpb=0. 


7， 证 明 ， |[a, b,cj| < |allblle|, 是 等 式 成 立 当 且 仅 当 a, b, e 互相 垂直 ， 或 者 其 
中 有 一 个 为 零 向量. 


8.， 证 明 : 


(axb)x(cxd)=[ab,dc- [ab,cld=[a'c,dlb- [bc,d]a. 


9. 证 明 : 对 任意 向 量 al b， C， d， 有 


[b,c,dlja+[c,a,djb+[ab,djc+[b,a'cld=0. 


10， 设 a, b, c 为 三 个 不 共 面 的 向 量 . 证 明 : 任何 向 量 d 可 分 解 成 为 


_[duboc。 [a, dec] [ab,d]。 
[a,b,c| [a,b,ec| [ab,cl 


1 设 Q) D， C 和 a， b， C 为 任意 的 两 组 向 量 . 证 明 : 


[ecxapxhb,cxcl=[apblaccl= [accllabbl]. 


12. 证 明 : 如 果 a, b, c 共 面 , 则 axb,b xccxa 也 共 面 . 
13. 证 明 : 如 果 (ab,c) 是 一 个 标 架 ， 则 (a x b,b x c,c x al) 是 一 个 右手 系 标 


14， 设 ab, c 为 三 个 不 共 面 的 向 量 . 证 明 : 关于 向 量 z 的 方程 组 


Za 一 和 b 王 /cc 一 
有 唯一 解 ， 为 
”Abxc+Hmcxa+zaxb 
有 ED 
15. 试用 立体 几何 的 方法 证 明 : 四 面体 的 四 个 “底面 积 乘 高 ”相等 。 


16， 证 明 : 将 球面 上 半圆 弧 绕 其 直径 旋转 a 角 ， 得 到 的 西瓜 标 面 积 为 4 ( 提 
示 : 先 考虑 a = 2rd 的 情形 ， 其 中 9 为 有 理 数 ) 
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